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TbchnicalNotesandCorrespondence  
Ⅱ．ExACT DISCRFnヱAmON OFÅMÅrRlX  
DIFFERENTIAL RICCATl EQUATION 
ThemaintheoremispresentedBrst，followedbytwolemmasthat  
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A Xん＋1－Ⅹた  
（3）  ∂Ⅹた芸  
andmatricesMりwithapproprlatedimensionssatisfy  
憲；2］  






H全［‾ざ2封   
（5）   
horderforthisdiscrete－tlmemOdeltoexist，theinversematrixinthe  
r ghトha dsideof（2）mustex st，WhichholdstrueatleastasT→0・ロ   
Thefb）lowinglemmaisagenerali乙atio ofthatpresentedin［1］－［3］  
regard ngahigher－Orderlinear xpressionoftheRiccatiequation・   
LemmaI：LetU＝［Ul，U2］withUl∈RqXp，U2∈RqXqand  
V＝【V ，V2］w thVl∈RPXP，V2∈RPXqbesolutionsonthe  
interval［0、fl】of  
［蔓］＝町可‡］  （6）  
whereF）・isanarbitraryscal ・AssumethatthevariableXcanbede一  
触edbythefbllowl gma血x什actionaltra sfbrmation：  
Ⅹ＝（Ⅴ≡）（U三）‾1  
＝（Vl三1＋V2三2）仰1三1＋U晶）‾－  （7）  
where＝＝［＝T．＝T］Twith三1∈R抑，三2∈R榊isaconstant  
matrixsuchthatU＝isnonslngular．Then，ⅩsatisBesthedi飴Tential  
RiccatiequatioT （1）on【0，t⊥】．Conve sely，ifXisasolutionof（1）on  
【0，りandUisa且1ndament幻soludomof  
＝卜AX－B2＋仰   （8）  
thenthepairUandV＝ⅩtJisasolutioれOf（6）on［0．tl］■   □  
（氾18－9286／＄25．00◎2∝怜IEEE   



















・（（Uぉ＋r即Uた）≡1‾1（がUん）司叩ん≡）‾1   
＝（βⅤた）三叩た三）‾1－（Ⅴた≡＋r∂Ⅴた三）（Uた三）‾1   
・（（Uた三＋r相克≡）（Uふ三）－1）‾1   
・（√Uり三（Uた≡）‾1  
［董］＝［   
＝［  




ーB2＋〟Ⅰ －  
C Bl＋ 
Ontheotherhand，theexactdiscretization（11）inLemma2and（6）  
Whichis（6）・  【Elldofpl・00f］  
1nthedigitalcontroJcomrnunlty，thefollowingdiscrete－timesystemis  
Oftencalledthestep－invariantmodel［4】of（6）．   
L・emma2：Theexacldiscretizationof（6）isgivenbythefbllowing：  
（封Jん）三（U七三）‾1＝－（1＋〃・′r‖（Mll一所）＋Ml。Ⅹん）  








Where   Usingequationsin（19）andthefactthat（Ⅰ＋TZr12i＝Z（Ⅰ＋TZ）－1  
（18）carlbearrangedfurtheras  
／e〃了1－1  
（12）  〃 ＝  
∂【Ⅹた】＝（1十〆r）（M21＋（M22＋可）Ⅹり  
＋［Ⅹた＋r（1＋〃′r）iM2ユ＋（M22十可）Ⅹた）］  
・（1＋／ノア）†（Mll－†7Ⅰ汁M12Ⅹり   
・【ト丁（1＋〆r川Mll一珊＋M12Ⅹ刷‾－  
＝（1十〃′r）【M21＋M22Ⅹん＋りⅩた  
＋ⅩたHM11一再）＋M12ⅩたH   
・【ト丁（1＋〆r川Mll一珊＋M12Ⅹた）】‾1  
＝（1＋Jけ）【M21＋M22Ⅹ太＋りⅩん＋ⅩたMll  




WhichapproachesI上aSr→0．  □  
P7T）qrqfLemma2：Itisknown［4］thatthediscrete－timemodel  
Whose state matches exactly that ofa continuous－time onglrlalis  
POSSiblefbrpleCe－wiseconstantlnPutS．1nthepresentcase，thelinear  
SyStem（6）hasnoinputandthisschemeisapplicabledirectly，SOthat  






＝（M＋（rM＋Ⅰ）〆）   
＝（（1＋ノけ）M＋〃′Ⅰ〉  










占（YたZた）＝rβYた）ヱん＋Yん（柁吊十r（占Yり（きZと）．（15）   
LetdngZk＝Y；1intheaboveandusing6Ⅰ＝0，OneObtains  
entialRiccadequadon（9）．Furthermore，intheexactdiscrete－1ime   
Riccatiequation，theparameterJ！disappearsbydivisionin（21）．  
2）Themethodpresen edin［3］isbasedontheforwa∫d－difference   
pproximationoflineariz・ed（6）withXたbeingsquareand／L＝0．   
Theoriginalvariableisthencalculatedfrom  
Ⅹた＝Ⅴたロ；1  （2ユ）  
■■■■ Whichco汀eSpOndsto三1＝Opx9，ご短：＝Ⅰ9Xqin（7）．HoweY町  
thelinearizedsystemisunstablewher）FL＝0andthecomputation  
ofU【1causesnumericalproblemsinsimulationsastimeelapses，   占（祈l）＝－（Zた十r占‰）十占Z鳥・町1  （16）  
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Where  




β2＝   →B2（r→0）  （27）  
一丁  
and   
（28）  
O（丁）＝真宗妾軒C（一軒  
6）WhenA＝OandB2 ＝0，thedi能rentialRiccatiequation   
reducestoalinearmatrixfbrm，forwhichtheexactdiscretization   
becomes  
占Ⅹん＝（M22Ⅹん＋M21）（Ⅰ－rMll）」．  （29）  
0  0．5  1  1．5  
Time（S）   




and，thus   
［。ご竺1。品］  
（29）yieldsamorefhmi1iarfbrmas  
M＝［碁∬。ミュTか。量］   
ア   
軋＝竿Ⅹん＋妄／e81rれC  
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Mll→B2，M12→A、M21－→C，M22→Bl． （25）  
ThlS，thefbrmofdiscretization（2）approachesthatof（l）asT→  




占Ⅹた＝‡β1Ⅹた＋Ⅹたβ2＋C＋0（r））‡Ⅰ＋rβ2）‾1（26）   
Ill．SIMULJmONExAMPLE   
Simulationsarecarriedoutforthefollowing3×2matrixdifftrential  
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andHirota’smode ．Theseplotsshowthattheproposedmodelgives  
Lhediscrete－ti皿eSequenCethatmatchesthecontinuous－timesoludon  




r＝＝0．3s．   
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